
10-4正餘弦的疊合(常考題型 1) 
若 ( ) cos 3sinf x x x= − ﹐則﹕ 

(1)當 x為實數﹐f (x)有最大值 M﹐最小值 m﹐ 

則(M,m) = ____________﹒ 

(2)當 0  x   時﹐f (x)有最大值 M﹐最小值 m﹐ 

則(M,m) = ____________﹒ 

 

 解答  (1)(2, − 2);(2)(1, − 2) 

  解析   

(1) 1 3
( ) 2( cos sin ) 2(cos cos sin sin ) 2cos( )

2 2 3 3 3
f x x x x x x

  
= − = − = +  

 當 x為實數﹐ 1 cos( ) 1
3

x


−  +   

  f (x)之最大值 = 2  1 = 2﹐最小值 = 2  ( − 1) = −2 

 ∴(M,m) = (2, − 2)﹒ 

(2) 4 1
0 1 cos( )

3 3 3 3 2
x x x

   
    +   −  +   

 ∴f (x)之最大值 1
2 1

2
=  = ﹐最小值 = 2  ( −1) = −2 

 ∴(M,m) = (1, − 2)﹒ 

10-4正餘弦的疊合(常考題型 2) 
已知函數 f (x) = 5sinx + 2cosx + 1﹐

4
 x


 ﹒ 

求 f (x)的最大值為(1)____________﹐ 

此時 tanx = (2)____________﹒  

 解答  (1)1 29+ ;(2) 5

2
 

  解析   
5 2

( ) 5sin 2cos 1 29( sin cos ) 1
29 29

= + + = + +f x x x x x 29sin( ) 1= + +x  ﹐ 

其中 2
sin

29
= ﹐ 5

cos
29

= ﹐由於 2 1
sin sin

429 2
=  =


  0

4
 


 ﹐ 

4
 x


 

5

4 4 4
 +  +  + x

  
    ﹐ 

當
2

+ =x


 ﹐即
2

= −x


時﹐f (x)有最大值 29 1 1 1 29 + = + ﹐ 

此時 5
sin sin( ) cos

2 29
= − = =x


  ﹐ 

  2
cos cos( ) sin

2 29
= − = =x


  ﹐ 

∴ sin 5
tan

cos 2
= =

x
x

x
﹒ 



10-4正餘弦的疊合(常考題型 3) 
設 2( ) (sin 3cos ) 4(sin 3cos ) 3f x x x x x= − − − + ﹐ 

則 f (x)的最小值為____________﹒ 

 
 解答  − 1 

  解析   

 令 sin 3 cos 2 2t x x t= −  −    

f (x) = t2
 − 4t + 3 = (t − 2)2

 − 1 

∴t = 2時﹐有最小值 − 1﹒ 

 

 

 

10-4正餘弦的疊合(常考題型 4) 
若

4 2

 
  ﹐則 

(1)sin + cos 的最大值為____________﹒ 

(2)y = 4 + (sin + cos ) + sin2﹐在  =  弧度時有

最大值 M﹐則序對(,M)為____________﹒ 
 

 解答  (1) 2 ;(2) ( ,5 2)
4


+  

  解析   

 (1) sin cos 2sin( 45 )  + = +   

 ∵45    90  90   + 45  135  2
sin( 45 ) 1

2
 +    

 ∴1 2sin( 45 ) 2 +    ∴最大值為 2 ﹒ 

(2)令 sin cos 1 2t t + =     

 ∴t2
 = 1 + 2sin cos  2sin cos = t2

 − 1 

 ∴ 2 2 21 11
4 1 3 ( )

2 4
y t t t t t= + + − = + + = + +  

 ∴當 2t = 時 5 2M = + ﹐此時 sin( + 45) = 1 ∴ = 45 

 ∴ ( , ) ( ,5 2)
4

M


 = + ﹒ 

 

1

2
3



10-4正餘弦的疊合(常考題型 5) 
設− 30    30﹐f ( ) = cos2 + 2sin﹐則 

(1)f ( )的最大值為________﹐此時 =____________﹒ 

(2)f ( )的最小值為_______﹐此時  = ___________﹒ 
 

 解答  (1) 3

2
30;(2) 1

2
−  − 30 

  解析   

 2 2 1 1
( ) 1 2sin 2sin 2(sin sin ) 1

4 2
f     = − + = − − + + + 21 3

2(sin )
2 2

= − − +  

∵ − 30    30 ∴ 1 1
sin

2 2
−    

(1)當 1
sin

2
 = 時﹐f ( )之最大值為 3

2
﹐此時 = 30﹒ 

(2)當 1
sin

2
 = − 時﹐f ( )之最小值為 1

2
− ﹐此時 = − 30﹒ 

 

 

 

10-4正餘弦的疊合(常考題型 6) 
設

2 2
x

 
−   ﹐則方程式 3 cos sin 1x x− = 之解 x = ____________﹒ 

 

 解答  
6

   

  解析   

 3 1 1 1
3 cos sin 1 cos sin sin 60 cos cos60 sin

2 2 2 2
x x x x x x− =  − =   −   =  

1
sin(60 )

2
x − =  

∵−90  x  90−90  − x  90 −3060−x150 

∴60 − x = 30  x = 30
6


= ﹒ 

 

 



10-4正餘弦的疊合(常考題型 7) 
函數 2 sin

2 sin

−
=

+

x
y

x
的最大值為 M﹐最小值為 m﹐求(M,m)﹒ 

 

 解答  1
(3, )

3
  

  解析   

 2 sin (sin 2) 4 4
1

2 sin sin 2 sin 2

− − + +
= = = − +

+ + +

x x
y

x x x
﹐ 

由於 − 1  sinx  1  1  sinx + 2  3  4 4 4

3 sin 2 1
 

+x


1 4
1 3

3 sin 2
 − + 

+x
﹐ 

因此﹐M = 3﹐ 1

3
=m ﹐ 1

( , ) (3, )
3

=M m ﹒ 

 

 

10-4正餘弦的疊合(常考題型 8) 
已知函數 ( ) sin 3cosf x x x=− + ﹒ 

(1)設 f (x) = r1sin(x +  1)﹐ 

其中 r1  0﹐0   1   ﹐求 r1﹐ 1的值﹒ 

(2)設 f (x) = r2cos(x +  2)﹐ 

其中 r2  0﹐0   2   ﹐求 r2﹐ 2的值﹒ 

 

 解答  (1)r1 = 2﹐ 1

2

3


 = ;(2)r2 = 2﹐ 2

6


 =  

  解析   

 將函數化成正弦函數的形式﹐得 
1 3

( ) sin 3 cos 2( sin cos ) 2sin( )
2 2 3

f x x x x x x


= − + = − − = − − ﹒ 

(1)利用恆等式 − sin = sin( + )﹐得 2
( ) 2sin( ) 2sin( )

3 3
f x x x

 
= + − = + ﹒ 

 故 r1 = 2﹐ 1

2

3


 = ﹒ 

(2)利用恆等式 sin cos( )
2


 − = + ﹐得 ( ) 2cos( ) 2cos( )

2 3 6
f x x x

  
= + − = + ﹒ 

 故 r2 = 2﹐ 2
6


 = ﹒ 

 

 



10-4正餘弦的疊合(常考題型 9) 
設 0

2
x


  ﹐f (x) = cos2x − 4sinxcosx − 3sin2x之最大值為

____________﹒ 

 
 解答  1 

  解析   

 0
2

x


  ﹐0  2x   

f (x) = cos2x − 4sinxcosx − 3sin2x = (cos2x − sin2x) + (1 − 2sin2x) 

− 2(2sinxcosx) − 1 

  = cos2x + cos2x − 2sin2x − 1 = 2cos2x − 2sin2x − 1

2 2 cos(2 ) 1
4

x


= + −  

∵0  2x   ∴ 5 1
2 1 cos(2 )

4 4 4 4 2
x x

   
 +   −  +   

1
2 2 1 2 2 cos(2 ) 1 2 2 1 1

4 2
x


 − −  + −   − =  

∴f (x)之最大值為 1﹒ 

 

 

10-4正餘弦的疊合(常考題型 10) 
設

3
x y


+ = ﹐求 4sinx + 2siny的最小值﹒ 

 
 解答  2 3−   

  解析   

 ∵
3

x y


+ =  ∴
3

y x


= −  

∴ 4sin 2sin 4sin 2sin( ) 4sin 2(sin cos cos sin )
3 3 3

x y x x x x x
  

+ = + − = + −  

       3 1
4sin 3 cos sin 3sin 3 cos 2 3( sin cos )

2 2
x x x x x x x= + − = + = +  

       2 3sin( )
6

x


= +  

當 sin( ) 1
6

x


+ = − 時﹐最小值為 2 3− ﹒ 

 



10-4正餘弦的疊合(常考題型 11) 
設 f (x) = 16cos3x − 16sin3x − 12cosx + 12sinx﹐ 

其中 0
2

x


  ﹐ 

(1)當 x =__________時﹐f(x)之最大值為____________﹒ 

(2)當 x =__________時﹐f(x)之最小值為____________﹒ 
 

 解答  (1)
12


 4 2 ;(2) 5

12


 4 2−  

  解析   

 f (x) = 4(4cos3x − 3cosx) + 4(3sinx − 4sin3x) = 4cos3x + 4sin3x

4 2 sin(3 )
4

x


= +  

∵ 3 7
0 0 3 3 1 sin(3 ) 1

2 2 4 4 4 4
x x x x

     
       +   −  +   

(1)當 sin(3 ) 1
4

x


+ = 時﹐有最大值 4 2﹐此時3
4 2 12

x x
  

+ =  =  

 ∴
12

x


= ﹒最大值 4 2﹒ 

(2)當 sin(3 ) 1
4

x


+ = − 時﹐有最小值 4 2− ﹐此時 3 5
3

4 2 12
x x

  
+ =  =  

 ∴ 5

12
x


= ﹒最小值 4 2− ﹒ 

 

10-4正餘弦的疊合(常考題型 12) 
已知函數 y = sinx + acosx的圖形對稱於直線 5

3
x


= ﹐ 

求實數 a 的值﹒ 

 

 解答  3

3
−   

  解析   

 因為直線 5

3
x


= 通過圖形的最高點或最低點﹐所以 

2 25 5 3 1
sin cos 1 1

3 3 2 2
a a a a

 
+ =  +  − + =  + ﹒ 

兩邊平方﹐得 2 23 3 1
1

4 2 4
a a a− + = + ﹐即 2 23 2 3 1 0 ( 3 1) 0a a a+ + =  + = ﹒ 

解得 3

3
a = − ﹒ 

 

 



10-4正餘弦的疊合(常考題型 13) 
−   x  0﹐f (x) = cos2x + 4sin2x − cosx − 2﹐ 

(1)若 f (x)之最大值為 M﹐最小值為 m﹐ 

求數對(M,m) = ____________﹒ 

(2)方程式 cos2x + 4sin2x − cosx − 2 = 0之解為

________﹒ 

 

 解答  (1) 9
( , 2)
8
− ;(2)

3


− 或 −  

  解析   

 (1)f (x) = cos2x + 4sin2x − cosx − 2 = 2cos2x − 1 + 4(1 − cos2x) 

− cosx − 2 

   2 21 9
2cos cos 1 2(cos )

4 8
x x x= − − + = − + +  

 ∵ −   x  0  − 1  cosx  1 

 ∴當 1
cos

4
x = − 時﹐有最大值 9

8
M = ﹔cosx =1時﹐有最小值 m = − 2 

∴ 9
( , ) ( , 2)

8
M m = − ﹒ 

(2)cos2x + 4sin2x − cosx − 2 = 0  − 2cos
2x − cosx +1=0（由(1)） 

  2cos
2x + cosx − 1 = 0  (2cosx − 1)(cosx + 1) = 0 

 ∴ 1
cos

2
x = 或 − 1 ∵ −   x  0 ∴

3
x


= − 或 − ﹒ 

 

10-4正餘弦的疊合(常考題型 14) 
函數 ( ) cos 3sinf x x x= − 之 

(1)週期為____________﹒  (2)振幅為____________﹒ 

(3)最大值為____________﹒(4)最小值為____________﹒ 
 

 解答  (1)2 ;(2)2;(3)2;(4) −2 

  解析   

 1 3
( ) 2(cos sin ) 2(cos cos sin sin ) 2cos( )

2 2 3 3 3
f x x x x x x

  
=  −  =  −  = +  

∴(1)週期 2﹒(2)振幅 2﹒(3)最大值 2﹒(4)最小值−2﹒ 

 

 



10-4正餘弦的疊合(常考題型 15) 
如圖是函數 y = asinx + bcosx圖形的一部分﹐ 

求(1)此函數的週期﹒(2)實數 a﹐b的值﹒ 

 

 

 解答  (1)2 ;(2) 3a = ﹐b = − 1 

  解析   

(1) 由圖知﹐週期為 5 2
2( ) 2

3 3

 
− = ﹒(2)因為過點(0, − 1)與 2

( ,2)
3

 ﹐所以

sin0 cos0 1

2 2
sin cos 2

3 3

a b

a b
 

+ = −



+ =


1

3 1
2

2 2

b

a b

= −


 
− =



 解得 3a = ﹐b = − 1﹒ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x

y

O

2

−2
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2

 3
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 3



10-4正餘弦的疊合(常考題型 16) 
如圖﹐矩形磚塊斜靠在牆壁上﹐且 2 3AB = ﹐ 2BC = ﹐OAB = x

（ 0
2

x


  ）﹒ 

(1)將 C點到地面的距離以 x表示﹒ 

(2)已知 C點到地面的距離為 2 3 ﹐求 x﹒ 

 

 

 解答  (1) 2 3 sinx + 2cosx;(2)
6

  

  解析   

(1)自 C作直線 OB的垂線﹐且交直線 OB 於 E﹒ 

(2)依題意﹐可列得 2 3 sin 2cos 2 3x x+ = ﹒ 

 將方程式的左式化成正弦函數的形式﹐得 
3 1

2 3 sin 2cos 4( sin cos ) 4(sin cos cos sin ) 4sin( )
2 2 6 6 6

x x x x x x x
  

+ = + = + = + ﹒ 

 代回原方程式﹐得 4sin( ) 2 3
6

x


+ = ﹐即 3
sin( )

6 2
x


+ = ﹒ 

 因為 0
2

x


  ﹐即 2

6 6 3
x

  
 +  ﹐所以

6 3
x

 
+ = ﹐解得

6
x


= ﹒ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x

A O

B

C

D



10-4正餘弦的疊合(常考題型 17) 
如圖﹐矩形 ABCD的四個頂點分別在矩形 PQRS的四個邊上﹒

若 3AB = ﹐ 7BC = ﹐且 AB與 AQ的夾角為 x﹐則當 x 為多少弧度

時﹐矩形 PQRS的周長最大﹖ 

 

 

 解答  20 2   

  解析   

 由題意可推得 RBC = ADP = BAQ = x﹐於是矩形 PQRS 的周長為 
2( ) 2(7sin 3cos 3sin 7cos ) 20(sin cos )PQ QR x x x x x x+ = + + + = +  

     1 1
20 2( sin cos ) 20 2(sin cos cos sin )

4 42 2
x x x x

 
= + = + 20 2 sin( )

4
x


= + ﹒ 

故當
4 2

x
 

+ = ﹐即
4

x


= 時﹐矩形 PQRS的周長有最大值 20 2 ﹒ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3
x

7A

P

Q

D S

C

RB



10-4正餘弦的疊合(常考題型 18) 
下圖的八邊形是由腰長為 1﹐頂角為 x 的四個等腰三角形及它

們的四個底邊構成之正方形所組成﹒請問﹕當 x 為多少弧度

時﹐這八邊形的面積最大﹖ 

 

 

 解答  3

4
x


=   

  解析   

 如下圖﹐因為等腰三角形的頂角平分線垂直平分底邊﹐所以等腰三角形的

底邊長為 2 sin
2

x
 ﹒因此﹐這八邊形的面積為 

21 1 cos
4( 1 1 sin ) (2sin ) 2sin 4 2sin 2cos 2

2 2 2

x x
x x x x

−
   + = +  = − +      1 1

2 2( sin cos ) 2
2 2

x x= − +

2 2(sin cos cos sin ) 2
4 4

x x
 

= − + 2 2 sin( ) 2
4

x


= − + ﹒ 

故當
4 2

x
 

− = ﹐即 3

4
x


= 時﹐這八邊形的面積有最大值 2 2 2+ ﹒ 

 
 

x
1 1


